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1) Dérivée temporelle d’un vecteur par rapport & un référentiel :

Soit (&) un espace affine & trois dimensions et (E) l'espace vectoriel associé. Notons B(X,y,2) la

base d'un repére orthonormé direct R(0;X,y,2) de (&).

1.1) Définition :

u
Considérons une application de classe C' de R dans (E) : t —1i(t) La dérivée du vecteur u(t)

par rapport a la variable t, dans l'espace vectoriel (E) est égale au vecteur suivant :

[ ] , u(t+h)—a(t) ‘

h

Remarques :

La variable t, quelconque, est généralement associée au temps,

La variation d'un vecteur, dépend de 1'espace vectoriel de référence, c'est a dire en pratique de
la position de l'observateur qui étudie la variation du vecteur. D'olu la nécessité de notations
précises.

du du dité du
—| ou [=—| ouencore, par commodité : |—
de| " |de], P dt
Qui se lit : "dérivée du vecteur u(t) par rapport a t, dans le repere R".

1.2) Propriétés :

° Dérivée d'une somme de vecteurs :
du du
[ (1, +u2)] [ : [dtz
R
° Dérivée du produit d'une fonction scalaire par un vecteur :
d d du
dom) =L1as
[dt( W = [ ]
=1-U+21- A= dA
u dt . avec T
° Dérivée d'un produit scalaire :
du du
[ (d, - uz)] [ 1] Uy + Uy - [d_z
tlg
° Dérivée d'un produit vectoriel :
d . du, . |di;
— (U A == A A==
[dt (& uZ)]R [ dt L AT .

. Dérivée d'une fonction de fonction :

% 0| = —]
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2) Position, trajectoire, vitesse et accélération d’un point par rapport 4 un

référentiel :

2.1) Position d'un point dans un repére :

Soit un point mobile par rapport au repére R(0;X,¥,Z) d'un espace affine (g).

P (t) est la position du point P dans le repére R a la date t

Définition : Le vecteur position du point P dans le repere R, a
la date t, est le VecteurO_P)(t), le point O étant 1'origine du
repere R.

P
Nota : on supposera par la suite que l'application :t — P(t)
de classe C! et par intervalles de classe C?, c'est & dire que cette

application est continiment dérivable et par intervalles deux
fois dérivable a dérivée seconde continue.

2.2) Trajectoire d'un point dans un repére :

Définition : La trajectoire T/’; du point P dans le repére R
est 'ensemble des points P () obtenu lorsque ¢ varie.

Nota : 1'équation de la trajectoire est indépendante du
temps.

2.3) Vecteur vitesse d'un point par rapport & un repére :

Définition : Le vecteur vitesse du point P par rapport au
repere R, a la date ¢, est la dérivée du vecteur position
ﬁ(t) par rapport a t, dans R :

_ dOP(t)
dt |,

Nota : Le vecteur vitesse du point P par rapport au
repere R, & la date ¢, est un vecteur tangent au point P
(t) & la trajectoire (7).
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2.4) Accélération d'un point par rapport & un repére :

z

Définition : Le vecteur accélération du point P par
rapport au repere R, a la date ¢, est la dérivée du
vecteur vitesse 17p Jr bar rapport a t dans R.

) [dvp/R] [dzoﬁ(t)
ap/r =

2
at’ |,

3) Relation entre les dérivées temporelles d’un vecteur par rapport 4 deux

référentiels distincts.

3.1) Dérivée d'un vecteur exprimé dans la base de dérivation :

Soit un vecteur Vexprimé dans la base du repere R (O :%,7,2) :
V=a-#+b-y+c-Zota,b,csont des fonctions de t.

[ ] _[d(a-a’c’+b-37+c-2] _[d(a-fc’) [d(b y)] [d(c Z)
R R

dt dt
. dx
[ ] a-x+a-[—] +b- y+b- [ ] +¢-Z+c- [ ]
dtR

Comme les vecteurs de base X,y,Z sont constants dans leur propre base (qui est la base de R)

dz] B df/] _[dZ B
dat |, dat |, dat |,

R

alors :

ol

Il vient donc finalement :

[ =a-X+b-y+¢-z

3.2) Dérivée d'un vecteur exprimé dans une base différente de la base de dérivation :

. Soit (g) 'espace affine a trois dimensions et (E) 1'espace vectoriel associé, notons B(¥, ¥, Z)

la base d’'un repére orthonormé direct R(0;X,y,2) de (g).

o Soit (&1) l'espace affine & trois dimensions et (E;) l'espace vectoriel associé, notons

By (X1,¥1,71) la base d’un repere orthonormé direct Ry (0;X7,y4,2,) de (&1).

S
Considérons le vecteur Vexprimé dans la base du repere R :

V=a-%+b-y+c-Zoua, b, c sont des fonctions de t.

Calculons la dérivée du vecteur V par rapport a la variable t dans le repere R1. Mais avant

d’effectuer le calcul dans le cas général, commencons par traiter le cas particulier ot Z; = Z.
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3.2.1) les deux repéres ont une

direction commune z; = Z :

= z1
Az
—
\Y/
-7
_——> Y
(0] : >/
= :
@ et ‘
- &
Xa MQ: )'('

Dans ce cas, un seul parametre angulaire suffit pour
orienter la base de R par rapport a la base de R..

Posons :
0 = (¥1,X), 0 est une fonction de t.

La dérivée du vecteur V par rapport a t dans Ry s’écrit :
av d S N "
[E]Rl = [E(a~9c+b~y+c-z)]R1

_ da-x +[db-5}] [dc-i’]
dt Ry at |, dt Ry
Soit en développant :
av oL e L [dx dy dz
[E] =a-x+b-y+c-z+a-E +b-[—t] +c-[E]
Ry %5 1R, Ry R
[, f o
dtR dtR1 dtRl tR1
Comme Z; = Z alors :
o, =0

ax
Pour calculer le terme [—]
dt Ry

par l'intermédiaire de I'angle 6

dx
dt

En exprimant le vecteur unitai

considérons que le vecteur unitaire X est une fonction de t

- x[0(b)], alors :

L,

re X dans la base de Ry, on obtient :

dx . . de
——] -0 aveCBZ[—
Ry dt

~ lae

dx d . . N ) N o
8l = @(0059 X, +siné yl)] = —sinf X, + cosO y,
Ry Ry

Soit le résultat suivant :

da?] R
_ — y
do Ry

|

On retrouve un résultat classique, a savoir que la dérivée d’un vecteur unitaire par rapport

a son angle polaire est le vecteur directement perpendiculaire (déduit par une rotation

de +5)
2

De la méme fagon on a : [
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Par suite ’équation (1) peut s’écrire de la maniére suivante :

[dV] [dV] b b G2
_ = | — a- .y_ . - X
del, ~ ldt],

O encore :
dv dv .. R R R
arl,, = lat], O @b

- .
Généralement on pose g /g, = 6 -7

Définition : le vecteur ﬁR /R, €8t appelé vecteur rotation de la base de R par rapport a la base de

R4, ou plus simplement vecteur rotation de R par rapport a R1.
Finalement I’équation (1) prend la forme finale a retenir :

(Formule fondamentale dite de la dérivation composée)

FV Fq s B AT
o = |57 R/R
ae, ~|del, 1

3.2.2) Cas général : application aux angles d’Euler :

Supposons que l'orientation de la base de R par rapport a celle de R; soit définie par les

trois angles d’Euler (8, ¢).

|
|
3
}

Ny

O
<
o8
S

t(z1, D t(x,.0 D t(Zs, L.
ro E%(xz,_}"Z,El.z)igi’(m.s;}’3;Es)l£%(x JY . Zs)

G 505)
Onpose:V=a-Z+b-y+c-Z la dérivée du vecteur V par rapport a t, dans le repére

Ri1, se met sous la forme :
[dV] [dV] N d f] ) [d 37] N [d 2]
R = | — a-|— P c-|—
dt - de |, | dt Ry dt Ry de |,

D’ou la formulation suivante :

1

cid Fq $ B AT
— =175 R/R
dc| " |del, .

1

Avec ﬁR/Rl =y -7 +0 %+ ¢ -Z(2) le vecteur rotation.
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Remarque : 'écriture du vecteur rotation telle qu’elle apparait formule (2) n’est pas écrite

dans une base particuliére. Il faudra en tenir compte lorsque vous aurez a calculer le
- —

produit vectoriel £2g g, AV. Vous devrez choisir une base commune de calcul pour les

deux vecteurs.

4) Composition des vecteurs rotation :

Soient n espace affines (g), i=1an, a trois dimensions et (E;), les espaces vectoriels associés. On

note B;(¥;,¥:,2;) la base d’un repére orthonormé direct R;(0; X;,¥y;,2;) de (&).

o
Etant donné un vecteur V, on peut écrire successivement :

Y
. =75 R, /R
dt], — lde[,

L 4 IR
- i Rp/Rnp—
dt], ~ldt], '

Ajoutons membre a membre ces égalités. Apres simplification, il vient :

[‘Z—T]Rl = [Z—T]Rn + Brjryy oo+ ) AV (3)

D’autre part, on peut écrire directement :

dl7] av
Ry - dt

at = _]Rn + ‘QRn/R 1 AV (4)

On en déduit donc en comparant les équations (3) et (4) que :

n
0 /Ry = z @ Ri/Ris

=2

Remarque : Inversion des bases de dérivation :

o
Etant donné un vecteur V et deux reperes Ry et Rz, on peut écrire :

["”7] ["”7] £ B AT
- =175 Ry/R
de|, ~|dtl, 2/Ry

2

["”7] ["”7] £ B AT
- =175 Ry/R
del, ~|acl, TR

Apres avoir ajouté membre & membre ces deux relations et simplifié 1'égalité obtenue, on en

déduit que :

Qr,/ry = = gy /R,
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5) Composition des mouvements :

5.1) Préliminaire : notion de point coincident :

Soit un point P d'un solide 1 en
mouvement par rapport a un repere R.
Ce point appartient naturellement au
solide 1, c'est & dire qu'a chaque instant

il est 1ié au solide. Les écritures :

Vpi/r €t api/r

sont interprétées de facon évidente.

Soit un point M naturellement lié & un autre solide 2 en mouvement par rapport au repere R et
au solide 1. On peut étre amené & calculer, a l'instant t, le vecteur vitesse ou le vecteur
accélération du point M par rapport a R, en le supposant lié a cet instant au solide 1. Dans
ce cas les écritures VM,l /R €t dum 1 /r sont possibles et se calculent de fagons particulieres !

5.2) Composition des vecteurs vitesse :

1
Soit un point P élément du solide 2 mobile par

rapport a deux reperes R, 1ié au solide 0, et Ry, lié

R1

N

au solide 1. Cherchons, a la date t, la relation entre
les vecteurs vitesse :

Vb0 €t Vposq

Par définition :

P étant un point naturel de 2, on peut écrire que ‘7]3,2 /0 = Vp/r

Y [aF| . ——  [a00l] . [4o7F
Donc : VP,Z/O = VP/R = 7 soit VP,Z/O = |\ dt
R R R

dt

or [dztol]R = Vo,/r = Vo,,1/0 (01étant naturel du solide 1)
— —
d 01P d 01P — e
et dt = dt +‘QR1/R/\01P
R Ry

—_ — —
= Vpas1 + Qg r N OP

Par suite on peut écrire :

— —
Vp270 =Vo,1/0 + Vpz/1 + 210 ANO1P (5)
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Définitions : Dans le mouvement du point P par rapport aux deux reperes R et Ry on appelle :

. ——
° Vecteur vitesse absolue : Vp 5 /q

. . =
o Vecteur vitesse relative : Vb2 /1

. ) N > — o
. Vecteur vitesse d'entrainement : Vy 1/ + {21/0 A O1P

Si on consideére, a l'instant t, le point P lié au repéere R,, le champ des vecteurs vitesse précise
que :

—_ — - o
Vp1/0 = Vo170 + 8210 A O1P

Alors 1'équation (5) peut s'écrire de la maniére suivante :

V270 =Vp2/1+Vp1/0

Généralisation :

Soit un point P mobile par rapport a n reperes Ri (i= 1 an), on peut écrire la relation générale de

composition des vecteurs vitesse :

n—-1
VP,n/l = z VP,l+1/l
i=1

5.3) Composition des vecteurs accélération :

La relation de composition des vecteurs vitesse établie au paragraphe précédent s’écrit :

— e
Vp2/0 = Vo170 + Vp2j1 + 0210 A OP

Dérivons chaque terme par rapport a t, dans R :

—

—

dVp2/0
dt

dt dt

B [dVol,l/o

+ [dVP,Z/l
R

R R R

dﬁl/o e — —_— — —>

R

ap2/0 = Ao,,1/0 +

df, /o

_) - - ﬁ
A O1P + By /o A (10 A O1P)
R

dpjo = Ao, 10 T Apaj1 +2 010 AVpoyr +

Définitions : Dans le mouvement du point P par rapport aux deux reperes R et Ry, on appelle :

° Vecteur accélération absolue : dp 5o

° Vecteur accélération relative : dp 5/

° Vecteur accélération de Coriolis : 2 - ﬁl /0 A m

° Vecteur accélération d'entrainement : dg, 4,0 + [%] A 0_1P) aF !31/0 A (51/0 A ﬁ)
R
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6) Torseur cinématique (ou torseur distributeur des vitesses) :

. 1 R1 Soient deux points A et B d'un solide 1 en
\ v mouvement par rapport a un solide 0 (non
représenté).

Appliquons la relation de changement de base

—
de dérivation au vecteur AB, entre le repere R

(0] y lié au solide O et le repere Ry lié au solide 1 :
-
‘o o I o
Tr =57 R{/R
dt R dt R,
d —— — —)/
Or [E AB] = 0, le vecteur ABétant constant dans 1 et
Ry
ity [d E?’] [d 51’] Vasn —V,
4 =15 i = VB/R — Va/R
dt R dt R dt R

Comme A et B sont des points naturels de 1, on peut écrire que :

Ve/r = Vg, 170 €t Var =Va 170
Par suite, la relation entre les vecteurs vitesse des points A et B du solide 1 par rapport a 0

s'écrira :

— e
Ve, 170 —Va, 170 =10 NAB
Soit :

g ﬂ
Vs, 10 =Va 170 210 NAB

Les vecteurs vitesse des deux points A et B du solide 1 vérifient la relation de changement de
point du moment d'un torseur. Par conséquent, il est possible de représenter au point A le
mouvement du solide 1 par rapport au solide 0, par le torseur suivant :

20 }

Vol =
A= {VA’ g

Le torseur A{Vl/o} est appelé torseur cinématique (ou torseur distributeur des vitesses) du

mouvement du solide 1 par rapport au solide 0.
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7) Contact ponctuel entre deux solides :

7.1) Présentation :

Soient deux solides 1 et 2 en contact ponctuel
en P et soit (m) le plan tangent commun en P

aux deux solides.

Le torseur cinématique du mouvement de 2/1

s'écrit au point P :

a
{V2/1} — {_) 2/1 } -
p Vp2/1

7.2) Vecteur vitesse de glissement :

7.3) Vecteurs rotation de roulement et de pivotement :

Posons 52/1 = ﬁn 21+ ﬁt 2/1 avec :
o Qs ,1 perpendiculaire au plan (i)

o Qs 51 tangent au plan (m) .

7.4) Possibilités de mouvements relatifs :

Le mouvement du solide 2 par rapport au solide 1, en contact ponctuel au point P, est une

combinaison de glissement, de roulement et de pivotement.
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