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A- MODELES TEMPORELS DE COMPORTEMENT

I Systéme du premier ordre :

2) Analyse temporelle

2.1) Réponse & un échelon :

e(t) =A-u(t) > E(p) =§ d'ou

Apres décomposition en éléments simples :

)

On obtient donc aprés transformation de

T

1
S =A.K(__
® p 1+7.p

Laplace inverse :

Critéres de performance :

e Recherche du temps de réponse a 5% :

S(ts%) = 0.95.A.K
095-A-K=A-K(1—e

_tsy

)

0,

11 vient :

8-SLCI__modele compor

A

Représentation graphique pour K<1

Tangente a l'origine
;

, e(t)= A.u(t)
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e Recherche de la précision statique g :

La précision statique ou erreur statique est définie par g5 = tlir;n (e(t) —s(t))
—+00

Pour calculer cette limite on peut passer dans le domaine symbolique de Laplace et utiliser

le théoreme de la valeur finale :

lim f(t) =limp- F(p) ie. lim (e(t) —s(t)) = limp- (E(p) — S(p))
t—>+ p—-0 t—>+o p—0

Pour un systeme du premier ordre :

d s(t)

s+t ———=K-e(t)

dt

Soit dans le domaine symbolique : S(p) + 7.p.S(p) = K.E(p) (rappel C.I. nulles).

Pour une entrée échelon (e(t)=A.u(t)) on rappelle que : E(p) = g

Donc :
| E S | K 4
—lmp((m @D—lmp( 1+Tpp)
K
=1limA- (1 — )
p—0 1+r7. P
Finalement :

& =A(1-K)

Nota : cette erreur est finie et elle s’annule pour K=1.

2.2) Réponse & une rampe :

A
e(t) =A-t-u®)= E(p) =—
A K P 4
Dou: S(p) = 7 Trep

Apres décomposition en éléments simples :
3 1 72
S®) _A.K<?_E+ 1+T.p>
On obtient donc apres transformation de

Laplace inverse :

s(t) =A-K(t—r+r.e_%)

Représentation graphique pour K=1

Asymptote de pente

AK (aveciciK=1)
Critére de performance : } >
e Recherche de l'erreur de trainage (ou de 0 T t
suivi) &

e = Jim (e() = (1)
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On utilise la méme démarche que celle employée pour la détermination de &;.

B@) =50 = E0).(1- 755
Ici E(p) = I;iz
Donc : E(p)-S(p) = :;2 (1 - 'p) = p(E(p)-S(p)) = § (1 - lﬁ_p)
i A (K
&= ;( _1+r.p>

II Systéme du second ordre :
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2) Analyse temporelle

2.1) Réponse a un échelon :

e(t) =A-u(t) = E(p) =§ d'ou S(p) =

T
=

A-K-w,?
p.(p2+2.a.wn.p+.wn2)

ou S(p) =
Avant de trouver une décomposition, recherchons les racines de I’équation :

p2+2-a wy, p+ w2 =0
A=4-wp® - (a® - 1)

Trois cas sont a distinguer :

e A>0>=>a>1:2racines réelles :
p1=wn'(—a—\/a2—1) pzzwn-(—a+ a2—1)
e A=0>= a=1:une racine double :

p=—wy

e A< 0= a<1:2racines complexes conjuguées :
p=wn(-a=jV1-a? ) p=pr=wn-(-a+jfi-a? )

Etudions la réponse du systeme pour les trois cas :

— Cas ot a>1 : régime apériodique :

AK w3
p(wi+2awnp+p?)

K-w2
S(p)=“¢ avec : py = Wy - (—a — Va2 —1), p, = w, - (—a+Va2 — 1)

p(p-p1)-(p—-p2)

La réponse est de la forme : S(p) =

1
Onposery =—— et T1,=——
P1 P2

Alors S(p) s’écrit :

A-K-w? A-K-wh
P1 D2 P1 D2
S(p) = & S =
p(—pﬁ+ 1) (—pﬁ+ 1) p(1+71p) - (1 + 12p)
1 2

Or p;-p, = w? donc S(p) prend la forme :
A-K
p(1+1p) - (1+12p)

Apres transformation inverse il vient :

K -t -t
s()=A-|K+ (Tl'eTI—TZ-eTz>
T —T1

7 et » sont les constantes de temps du systeme.

S(p) =
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A
e(t)= A.u(t)
Représentation
AK oo e e .
graphique pour a>1 et
s(t) K<l
Tangente horizontale a I'origine
" : g
Systéme amorti
Réponse apériodique

— Cas ot a=1 : régime apériodique critique :

AK

La réponse est de la forme : S(p) = otip)?

Apres transformation inverse, il vient :

-t ot -t
s(t)=A-K<1—er —;er>

1 1
Avec: T=—=—=
Wn 14
F 3
s(t
AK femmmmea o g i _————
Représentation graphique
oura=letK>1
e(t)= A.u(t) P
Tangente horizontale a I'origine
0 t

Amortissement critique
Réponse apériodique

— Cas ou a<1 : régime oscillatoire

AK-wp?
p(wp?+2-a-wpp+p?

La réponse est de la forme : S(p) =

Apres transformation inverse, il vient :

—a-wy-t

ﬁ-sin(wn~\/1—a2-t+<p)>
—a

Avec cosp = a et singp =V1 —a?

s(t)=A-K<1—
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Le comportement d'un tel systeme est oscillant et amorti. Voici I'allure de la réponse de

ce systeme a un échelon.

D,

AR Treceferreee

. Représentation graphique
p

pour a<1 et K=1

Tangente horizontale a l'origine
. ; tl =Tp/2
1
0 t
Systéme sous amorti
Réponse pseudo-périodique

A J

Critéres de performance :

e Erreur statique :
& = lim (e(®) —s(0) = limp- (E@) - Sp)) = A(1 — K)

On a g, = 0 si et seulement si K=1

De la méme maniére qu’un systéme du premier ordre, un second ordre a une erreur de

position nulle si son gain statique est égal a 1.
e Temps de réponse a 5% :

Contrairement aux systémes du premier ordre, on ne sait pas exprimer d'une maniére

générale la valeur du temps de réponse par une expression analytique.

Généralement on procéde a la recherche du temps réponse a I’aide de I'abaque ci-dessous :

ABAQUE DU TEMPS DE REPONSE REDUIT

1000 ;ﬁ = H Q" ‘ T = 7]
8 % ~| Systéme du2° ordre _" 515 =l
; e T —|reves pereronse REDUIT Tr@o) | .
8 300 ! en fonction de R A PSSR ._7‘ KJ*.
§ ; | ' 1 . 'l'-nnrthurmnl m || | ‘ /
‘ |
i L i
- l00‘47 e = i I =~ =
==t =
50 t —1— — +
ok | | [ LTI | 11
5 30 | T—I_ | LI
[T 11 [ 1
IR Joti 1 AL |
\ ({111 N (| .
10 t - II
=== - 1 —
—I=1 =1 I b7 43 25 [
5 = 74 0]
. i
| | E
(l). 1 0.030.05 0.1 03 05 3 5 10 30 S0

facteur d'amortissement A
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Nota : la meilleure performance est obtenue pour une valeur de a environ égale a 0,7.

e Dépassements en régime transitoire :

Si la réponse a un échelon est telle que temporairement, elle dépasse sa valeur finale, on

introduit les valeurs suivantes pour qualifier le régime transitoire.

amplitude (Volts) Systéme du second ordre:réponse indicielle E
16 T i T a
Ao E
141 H g X
Lo D3 B i 0.
12 /N §.
1 \_L/,h 2
| Da ! e 2
o8 INY T ;
s b
o4 H--
o271/
o
t(sec.) 0.05
-0.2
0 05 1 15 2 25 3 35 a -
Dépassements sur la réponse indicielle avec (L= 0.2 et wgy = 10rd/sec on
002 / 1)
Le dépassement est égal au rapport D/K, on R PR
. . . / (le plus grand)
I'exprime en % de K. Pour la figure ci-dessus fie——— -

0.0 o0 003 0.04 005

K=1; a=0,2 et an = 10 rad/s, on trouve D;=
50% ; D, = 30% etc...

On remarque un fait important pour a = 0,7, il
—a-m

Dy, = $(tp1) — s(e0) = eVi-a2 n’y a qu'un seul dépassement et il est faible
s(e) (<5%)
_akm
De facon générale D, = — |(=1)* - K - e Vi-a2| pour un échelon unitaire. Pour D, on pose

k=1, pour D, k=2 etc...

2.2) Réponse & une rampe :

A

e®)=A-t-u(t) = E{)= oz

A-K-wy?
pz.(pz_l_z.a.wn.p_l_wnz)

S(p) =

e FErreur de trainage :
& = lim (e(®) —s(®) = limp - (E() - 5())

Or :
A AK-wy?
(E@-S@)=p|5-
A (p*+2-a-wy -p+w,?-(1-K)
E() —S(p)) ==
Donc :
_ p?+2-a-w, p+w,*(1-K)
&) = lim—- 3
p-0p p°+2-a-w, p+ w,?

8-SLCI_modeéle compor 8/17



= Uit 0

Il faut considérer trois cas :

K=15
10.00
$8.00
K=1
T600
"o 2AR
on K=105
D
p
-2.00 w?

------- R S . SO N N . R |
Réponses & une rampe e(t) = Atu(t)

III Systéme intégrateur :

2) Analyse temporelle

2.1) Réponse & Dirac :
e(t) = o) etL(6(t)) = E(p) =1

Donc : A
dst) s(t)
F kv -6 (t) K
Dans le domaine symbolique cette équation s’écrit :
p-S(P) = ky t
——-
Donc : Réponse impulsionnelle

5()—ﬁ
P9

D’ou apres transformation inverse il vient :
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2.2) Réponse & Echelon :

A
e(t) = Au(t) et L(A.u(t)) =E(p) = 5 “©

Donc :
d s(t)
dt
Dans le domaine symbolique cette équation s’écrit :

k,-A t
p-S(p) =

=k, -A-u(t) pente Ak

Donc : Réponse indicielle

ky
S(p) =5

D’ou aprés transformation inverse il vient :

A

And S(p)zkv'pz

SRR

IV Systéme dérivateur :

2) Analyse temporelle

2.1) Réponse & un échelon :

e(t) = A.u(t) et L(A.u(t)) =E(p) = g

Donc :
(0 =z, LA

Dans le domaine symbolique cette équation s’écrit :

A. Td

v

A
S(p)=tqa-p-E(p) ou S(p):rd-p.;

Donc :
Sp)=A4-14

D’ou apres transformation inverse il vient :
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B- MODELES FREQUENTIELS DE COMPORTEMENT

Ce type d’étude permet en particulier d’étudier la stabilité des systemes asservis, c’est en effet
I’étude de la boucle ouverte qui permet de statuer sur la qualité de la stabilité.
Pour réaliser 'analyse du comportement fréquentiel du systéme on le sollicite avec une entrée
sinusoidale de la forme :

e(t) = Ey - sin(w - t) -u(t),
Les systemes étant linéaires la sortie en régime permanent peut se mettre sous la forme de
I’équation :

s(t) =K Ey-sin(w-t+ ¢)
L’idée ensuite est d’étudier I’évolution de la réponse en amplitude et en déphasage existant entre
le signal d’entrée et celui de sortie lorsque la pulsation w de ’entrée évolue. Pour cela et pour

étudier ces deux évolutions, il est nécessaire de remplacer dans ’expression de la fonction transfert
des systemes étudiés, la variable de Laplace p par le nombre complexe j - w.

I Systéme du premier ordre :

On rappelle que la forme canonique de la fonction transfert d’'un premier ordre est de la forme :

H(p) =
® 1+7.p

Remplacons la variable de Laplace p par le nombre complexe j dans 'expression de la fonction

transfert. Pour un systéme du premier ordre de fonction transfert H(p), on obtient la fonction

complexe :
K

H(jio)=H=——
(o) =H 1+j'7'w

Dans le cas des diagrammes de Bode, deux tracés (fonction de logo(w)) sont a considérer :
e Diagramme de gain : tracé  partir de : G(w) = 20log;e|H| (exprimé en Décibel [dB])

e Diagramme de phase : tracé a partir de Pargument : ¢(w) = arg(ﬂ)

8-SLCI_modeéle compor 11/17



1) Diagramme de Gain :

Diagramme asymptotique de gain :

Ce diagramme donne une bonne idée de la courbe G (w).

G(dB)! 20 - log(K)

-20 dB/décade
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2) Diagramme de phase :

Diagramme asymptotique de phase :

Ce diagramme donne une bonne idée de la courbe ¢ (w).

#) 4 1
w0 =" log («)
T | -
w
-45°
-90°

Le diagramme asymptotique a la forme d’une marche d’escalier avec un saut de déphasage a la
pulsation de coupure w,.
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II Systéme du deuxiéme ordre :

Pour un systéme du second ordre de fonction transfert H(p), on obtient la fonction complexe :

H(jw)=H = K
/O ___1+2'a._w_(£)2
Wy J Wy
En mettant le dénominateur sous la forme a+j.b on obtient :
= K
- 1 (ﬂ)z 2:a-w
) wn

1) Diagramme de gain :
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Diagrammes asymptotiques de gain :

Deux tracés possibles en fonction de la valeur du coefficient d’amortissement a :

e Sia <1 : une pulsation de coupure pour w, = w,

6w | 20 log (K)

-40 dB/décade
a<l1 —

0 log (@)
0. =0, \
(0]

Nota : Pour les pulsations autour de m, la valeur de "'amplitude dépend de a (résonance ou non

: pour plus d’informations voir le cours de physique).

Cas de la résonance :

2 .
Lorsque a < g , G(w) passe par un maximum.

Il a lieu pour w = w,, w, est appelée pulsation de résonance :
Wy =wy V1 —2-a?

Ce maximum vaut :

K
o) = 20108 =)
G(wy) = 20log(K) — 20log(2.a.4/1 —a?)  (endB)

Le coefficient de surtension est défini par :

1
Q= Tt ou Q(dB) = —20log(2.a.y/1 — a?)

K Maximum
Gon) = 20log(; ) -
6(w) /
20- log(K) G(w)
-40 dB/décade
0 log (&)
(UC = (&)"_ \
[0]
W, =w, Y1 —2-a%
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e Sia>1:
La fonction transfert complexe peut se mettre sous la forme :

H(jw) = K
J@ T A4 ) (T4 Ty w)

D Isations de ¢ =21t -1
eux pulsations de coupure pour wy = —_ Wep = -

Donc le diagramme asymptotique de gain peut se mettre sous la forme :

A
G(w) 20 log (K) J— dB/décade

-40 dB/décade
a>1 —

Iogia))

1 1

— — w
Wy = Wez = —
T1 T2

2) Diagramme de phase :
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Diagrammes asymptotiques de phase :

Deux tracés possibles en fonction de la valeur du coefficient d’amortissement a :

. Sia<1:Le diagramme asymptotique a la forme d’une marche d’escalier avec un saut
de déphasage a la pulsation propre non amortie @,

(o) 4 _
' a)c - a)n |Og (0))
[0
-90°
-180°

e Sia>1: Le diagramme asymptotique a la forme d’une double marche d’escalier avec

deux sauts de déphasage de -90° aux pulsations de coupure w.q et we;.

() 4
Wey 0y log (@)
(0]
-90°
-180°
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